OKTYV gyakorl6 feladatok

Boszorményi Bence

1. Egy téglalap alaki ABCD biliardasztal A csticsabodl a szogfelez6 iranyaban ellokiink egy golyot, mely a CD, BC majd AB
oldalakrdl visszapattanva éppen telibe taldlja a téglalap kozepén allé golydt. Milyen mas irdnyban l16khetjiik még el a
goly6t az A pontbol, hogy harom kiilonb6z6 oldalrdl visszapattanva szintén telibe talalja a kozépen allo golyot?

2. Egy l1-szer 7-es téglalapbdl négy egybevagd négyzetet kivagtunk az abran lathaté médon. A :
téglalap hany szazaléka hulladék?

3. Minden négyjegyl szam négyzetgyokét kiszamoltuk, és amennyiben nem egész szamot kaptunk, .
egészre kerekitettiik. Felfelé vagy lefelé kerekitettiink tobbszor?

4. Igazoljuk az alabbi egyenlStlenséget: 2(x*+x’y*+y*) = 3xy(x*+y?). f

Glaser Adam =

5. Mutassuk meg, hogy ha n pozitiv egész, akkor [(@ - 3) n} nem oszthatd 6-tal.

6. Minden négyjegyli szam négyzetgyokét kiszamoltuk, és amennyiben nem egész szamot kaptunk, egészre kerekitettiik.
Felfelé vagy lefelé kerekitettlink tobbszor?

7. Oldjuk meg az x’-x’y*-x’y-x"y*+)°=0 egyenletet az egész szamok korében.

8. Az ABCD paralelogramma AC atldjanak két kiilonboz6 pontja P és Q. A P-n atmend AB-vel parhuzamos egyenes a BC és
AD oldalakat K-ban és L-ben, a O-n atmend BC-vel parhuzamos egyenes pedig az AB és CD oldalakat M-ben és N-ben
metszi. Mutassuk meg, hogy a PNM és a QKL haromszogek teriilete egyenld.

Grosz Edward

9. Adott egy végtelen pontu teljes graf, ahol az élek szine piros, vagy kék. Bizonyitsuk be, hogy van a grafnak olyan
részhalmaza, amin beliil az élek egyszintiek!

10. Egy téren 121 gyik lebzsel. Mindenki a hozza legkdzelebbire néz. Bizonyitsuk be, hogy van flort616 paros!

5ot el 7
11. cos| = [+cos| — |+cos| — |=7?
7 7 7

12. Melyik az az n természetes szam, amire igaz: log,3+logz4+...+log,(n+1)=10?

13. Oldjuk meg a valés szamok halmazan: x+2y+3z=2 \/x -1+ \/Zy -1+ \/32 —1).

14. Hany darab huszart lehet egy sakktablara rakni ugy, hogy ne legyen olyan, amit ketten is iitnek?

Gulyas Milan

15. Egy bortoncellaban 1év6 rabnak bevisznek 2 db 1 m hosszu kotelet és egy csomag gyufat. Azt mondjak neki, hogy
mindkeét kotél pontosan 1 ora alatt ég végig, viszont teljesen egyenetlen sebességgel. Kozlik vele, hogy ha pontosan 45
perc mulva kopogtat a cella ajtajan, akkor szabadon engedik. Hogyan méri le a 45 percet? (A fent emlitett eszkdzokon
kiviil mast nem hasznalhat.)

16. Van egy csodafa, ami az els6é nap megné masfélszeresére, masodik nap egy egész egyharmadszorosara, harmadik nap egy
egész egynegyedszeresére, ¢s igy tovabb. Hanyadik napon fog megnéni eredeti magassaganak 100-szorosara?

17. Négy bogar (4, B, C és D) all egy 10 cm oldalhosszusagu négyzet egy-egy sarkaban. Egyszerre megindulnak: 4 bogar B
felé maszik, B bogar C felé, C bogar D felé, és D bogar 4 felé. Mind a négyen alland6 és egyforma sebességgel masznak,
minden id6pillanatban a masik bogar felé. (Nem az eredeti, hanem az aktudlis helye felé!) Milyen palyat irnak mozgasuk
soran? Mekkora utat tesznek meg fejenként, mire - a kiindulasi négyzet kdzéppontjaban - talalkoznak?

18. Van egy varbortdn, abban 400 cella, minden celldban egy-egy rab. A zarak ugy miikodnek, hogy egy forditasra zar, a
kovetkezore forditdsra nyit, aztdn ismét zar, és igy tovabb. Pillanatnyilag minden cella zarva van. A varurnak
sziiletésnapja van, valami jot akar cselekedni, ezért elkiild egy 6rt, hogy minden zaron forditson egyet. Hanem rdjon, hogy
igy rab nélkiil marad a nagy bortone (és milyen varbortdn az ilyen...), ezért a kovetkez6t talalja ki: elkiildi a masodik 6rt
azzal, hogy most minden masodik zaron forditson egyet (a masodikkal kezdve), majd kiildi a harmadikat, és neki minden
harmadik zaron kell forditania. Es igy tovabb egészen a 400. 6rig (marha sok 6re volt...), aki mar csak a 400. ajté zarjan
fordit egyet. Ezek utan, amelyik cella ajtaja nyitva van, azt a rabot szabadon engedik. Mennyire volt végiil nagylelkii a
szililetésnapjat tinnepld varur, vagyis hany rabot engedett szabadon?

19. Oldja meg a természetes szamok halmazan a kovetkezd egyenletet: x*-y’=602

20. A p paraméter mely értékei mellett esik az x*+px+9=0 egyenlet egyik gydke az [1; 2], masik gydke pedig a [4; 5] zért
intervallumba?

21. Két okos, matematikdban is jartas logikus, Odon és Szilard egy feladaton dolgoznak. Két ismeretlen egész szamot, x-et és

y-t kell kitalalniuk, melyekre igaz, hogy 1 <x <y és x+y < 100. Odén az x+y dsszeget kapja adatként, Szilard pedig az
Xy szorzatot. A fenti feltételt Odon és Szilard tudja.

A kovetkez6 parbeszéd zajlik kozottiik:

Sz: Nem tudom meghatarozni a keresett két szamot!

O: Ezzel tisztaban voltam!

Sz: Most mar tudom, melyek azok a szamok!

O: Most mar én is tudom!

Melyek az x és y szamok?

Markovics Matyas



22. Azxy,Xxy,,Xs, ... sorozatban X, = a , x;, = b adott pozitiv szamok és a sorozat tovabbi tagjainak képzési szabalya:
+1 . .
X, =m0 (320,1,2..)  Fejezziik ki X105 értékét a és b segitségével!
xn
23. Hatrozza meg a 2x° + 3x*-2x° -x” +3x +1 polinom szamértékét, ha 1 =1-x%.
X

24. Oldja meg a valos szamok halmazan az egyenletet! x + Vx® - 12‘{/_ =0

2 .
25. Egy sorozatban a; =—, a, =a, | + ————, han>1. Allitsuk el6 a,-et n fiiggvényeként!

3 (n+1)n+2)

Papp Pal Andras

26. Egy valos szamokbol allé sorozatban barmely 7, egymast kovetd tag dsszege negativ, és barmely 11, egymast kdvetd tag

27.
28.

29.
30.

Osszege pozitiv. Mennyi egy ilyen sorozatban a tagok szamanak maximuma?

Legyen n, m pozitiv egész. Hatdrozzuk meg [36™-5"| legkisebb étékét!

Adott néhany pont a sikban, barmely ketté tavolsaga kiilonb6z6. Lassuk be, hogy ha minden egyes pontot 6sszekotiink a
legkdzelebbi szomszédjaval, az igy kapott szakaszoknak a végpontjukon kiviil nincs k6zos pontjuk.

Mutassuk meg, hogy minden valds x-re (sinx + 2cos2x)(2sin2x - cosx) < 4,5

Egy szabalyos n-szig cstcsaiba valamilyen sorrendben beirjuk az 1, 2, ..., n szdmokat. Ezutdn minden élre rairjuk a
végpontokba irt szamok kiilonbségének abszolutértékét. Mennyi az élekre irt szamok 6sszegének minimuma? Hany olyan
elrendezés van, amire ez a minimum 1étrejon, ha az elforgatdassal egymasba vihetoket nem tekintjiik kiilonbdzének?

31. Adottak egy egyenesen a Py, P,, ..., Py pontok. Mindegyik pontpar mint atméré folé kort rajzolunk, és ezen korvonalak
mindegyikét kiszinezziik n kiilonboz szin valamelyikével. Mutassuk meg, hogy ha k > 2", akkor lesz két egyforma szin(i,
egymast kiviilr8l érint§ kor! (Ha nagyon unjuk magunkat, lassuk be azt is, hogy k=2" esetén ez még nem feltétleniil igaz!)

32. Egy tolmacscégnek 70 dolgozoja van. Barmely két, A és B dolgozojahoz talalhatd olyan nyelv, amelyet A beszél és B
nem, ¢és olyan is, amit B beszél és A nem. Legalabb hany kiilonb6z6 nyelvet beszélnek a vallalat dolgozo6i?

33. Legyenek p és q olyan természetes szamok, amikre igaz, hogy

p/q=1-%+1/3-Ya+...-1/1318 + 1/1319.
Mutassuk meg, hogy p oszthatd 1979-cel!

34. Adjuk meg az Osszes olyan N négyjegyll természetes szamot, amelyre amelyekre N=pqr, ahol p, q és r kiilonb6z6
primszamok, pq-r=3 és pq+r primszam!

35. Egy nemzetkozi tarsasagnak 1978 tagja van 6 kiilonbdz6 orszagbol. Ezeket 1-t61 1978-ig megszamoztak. Bizonyitsuk be,
hogy legalabb egy olyan tag van, akinek a sorszama megegyezik két honfitarsa sorszamanak 6sszegével, vagy duplaja egy
honfitarsa sorszamanak!

36. Az m, n természetes szamokra n>m>1. Az 1978", valamint az 1978" tizes szamrendszerbeli alakjaban az utolsé harom
jegy sorrendben is megegyezik. Keressiik meg azt az m-et és n-et, amire m+n a lehetd legkisebb!

37. Egy egyfordulds kormérkézéses sakkbajnoksag utan akarhogy valasztunk ki néhanyat a résztvevok kozil, mindig
talalhatunk hozzajuk olyan résztvevot (aki koziilik valo is lehet), aki veliik 6sszesen paratlan szamil dontetlen jatszott.
Lassuk be, hogy a bajnoksagnak paros szamu résztvevdje volt!

38. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan, minden valos szamon értelmezett fiiggvény, amire f(f(x))=x-2.

39. Ha p>3 primszam, akkor

(p-D)!(1+1/2+1/3+...+1/(p-1)) = 0 mod p’.
Petd Zoltan

40. (32.) Egy bizottsag palyazatokat rangsorol ugy, hogy a bizottsadg minden tagja kiilon-kiilon készit egy teljes rangsort
valamennyi palyazatrol. Tudjuk, hogy a bizottsagi tagok tobbségének a rangsoraban az "A " palyazat eldrébb szerepel,
mint a "B" palyazat, és azt is tudjuk, hogy a tagok tobbségének a rangsoraban a "B" palyazat elérébb szerepel, mint a "C"
palyazat. Kovetkezik-e ebbol, hogy a tagok tobbségének a rangsordban az "A" palyazat elérébb szerepel, mint a "C"
palyazat?

41. (33.) Egy hegyesszogii haromszog oldalai legyenek a, b, ¢, a megfelel6 magassagvonalak m,, my,, m, és a
magassagpontnak a csicsoktol vald tavolsagai rendre d,, d, d.. Bizonyitsuk be, hogy m,d,+ myd,+ mcdc=(a2+b2+cz)/2.

42. (34.) Legyen az ABC haromszog koré irt kor sugara r, a sulypontot a magassagponttal 6sszekotd szakasz felez6pontja
pedig F. Bizonyitsuk be, hogy AF+BF*+CF’=3r",

43. (35.) Egy dobozban 4 fehér és 4 piros golyo van. Visszatevés nélkiil kihtizzuk az 6sszes golyot. Minden huzas el6tt
tippelhetiink a kihtizand6 golyo szinére. Atlagosan hany talalat érhetd el, ha mindig arra a szinre tippeliink, amelyiknek
nagyobb a valosziniisége?

44. (36.) Adjuk meg az 6sszes olyan kdbszamot, amely el6all nyolc szomszédos egész szam kdbének az dsszegeként.
(Kobszamon egy egész szam kobét értjiik.)

Szabo Maté

45. (37.) Igazoljuk a Fibonacci sorozatra hogy:
Fn2+Fn-12=F2n-1
Fn+1FnJanFn-IZFZn

46. (38.) Egységkockakat szineziink 6 szinnel (minden oldalt mas sziniire festiink). Az azonos szinii oldalak mentén
Osszeragasztjuk oket, és téglatestet épitiink beldliik. Milyen &, I, m szamok esetén épithetiink k x/x m -es téglatestet,
melynek minden oldala kiilonb6z6 szinii?

47. (39.) Az r és s valds szamok Osszege 1. Igazoljuk hogy r's™+sT°<1 .

2



48.

(40.) Egy négyzet 4 csucsabol egy-egy teknds indul. Mindegyik a szomszédjat {ildozi (mondjuk az 6ramutato jarasaval
ellentétesen. Csak az a lényeg hogy forgasszimmetrikus legyen az abra), tehat sebességvektora barmelyik pillanatban felé
mutat. Sebességlik azonos, és allandd. Milyen palyan mozognak a teknésok?

Tran Hoang Viet

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

(41.) Egy valos szamokbdl all6 véges sorozatban barmely 7 kozvetleniil egymast kdvetd tag sszege negativ, mig barmely
11 kozvetleniil egymast kovetd tag dsszege pozitiv. Allapitsuk meg egy ilyen sorozatban a tagok szamanak a maximumat.
(42.) Mekkora szoget zarnak be a téglalap atléi az oldalakkal, ha a szogfelezdi altal hatarolt négyzet teriilete egyenld a
téglalap teriiletével?
(43.) Tiikrozziik az ABC hegyesszogi haromszdg M magassagpontjat az AC oldal F felez6pontjara, legyen a tiikorkép M'.
Mekkora az AM'C szog és az MAM' szdg, ha a haromszog B-nél levo bels6 szoge 527
(44.) Egy gyilkossagnak 6t gyanusitottja van. A kihallgatas soran a kovetkezo allitdsok hangzanak el:
A: C és D hazudik.
B: A és E hazudik.
C: B és D hazudik.
D: C és E hazudik.
E: A és B hazudik.
Ki hazudik?
(45.) Oldjuk meg a
2(x+1)2 5
———=4" egyenletet.
5 (-1

(46.) Egy egyenlGszaru trapéz parhuzamos oldalainak a hossza 15,3 és 25,2 cm. A hosszabbik parhuzamos oldal
végpontjaibol a rovidebbik olyan szdg alatt latszik, amelynek tangense 0,75. Szamitsuk ki a trapéz tertiletét.
(47.) Egy rombusz atldinak hossza 6 ¢és 8 egység. A rombuszba olyan szabalyos haromszdget irunk, amelynek egy csticsa
a rombusz rovidebb atlojanak egyik végpontja, egy oldala pedig parhuzamos a rombusz hosszabbik atlojaval. Milyen
hosszu ennek a haromszognek a magassaga?
(48.) Adott a konvex ABCD négyszdg. (A csucsokat pl. az oramutatoval ellentétes koriiljarasi iranyban betliztilk meg.)
Igazoljuk, hogy ha az ABC, BCD, CDA és DAB haromszogek keriilete egyenld, akkor

AB*BC’=CD*+DA’
(AB? jeloli az AB oldal mérszamanak négyzetét.)

Zemcov Tamas

57.

58.

59.

(49.) Egy papirlapra felirtuk a szamokat 1-t61 2009-ig. A masodik [épésben mindegyik szam kétszeresét is felirtuk a
papirra, majd kiradiroztuk azokat a szamokat, amelyek kétszer is szerepeltek. Ezt a 1épést ismételgetjiik olyan modon,
hogy az i-edik 1épésben az 1,2,...,2009 szamok mindegyikének i-szeresét is felirjuk a papirra, majd kiradirozzuk azokat a
szamokat, amelyek kétszer is szerepelnek. Hany szam lesz a papirlapon a 2009. 1épés utan?

(50.) Egy haromszdg C cstcsanal levo szoge derékszog. A C-hez tartozo szogfelezd és magassag a koré irt kort a D,

illetve az E pontban metszi. A haromszdg nem rovidebbik befogoja b. Igazoljuk, hogy a CDE torottvonal hossza 2 .
(51.) Igazoljuk, hogy ha egy haromszog oldalaira 2b*=a’+c” teljesiil, akkor a haromszog megfelel6 szogeire

2ctg f=ctga+ctgy

60. (52.) Legyen n pozitiv egész. Hatarozzuk meg a
Sk(k+1) e
Z— szam tizedesvessz6 utani els6 szamjegyét.
n
k=1
Hai Nguyen
61. Az x, sorozat a kovetkez6képpen van definidlva:

62.

63.

64.

65.

1 1/xn_l +4x,_ | +x,
xl = xn =
2 2

n
Bizonyitsuk be, hogy az y, sorozatnak, ahol y, = Z_z , van hatarérteke, és keressiik meg ezt a hatarértéket.
=1 X i
Legyen x, y, z egymastol kiillonb6z6 nem negativ szamok. Bizonyitsuk be, hogy
1 1 1 4

(c=y) (-2 (-x) wrrz+zx
Vegyiik k; kort, ami beliilrél érinti &, kort, S pontban. Valamint k; érinti k, AB hurjat T-ben. Legyen k; kdzéppontja O, és
AO egyenes egy pontja P. Bizonyitsuk be, hogy PB L AB akkor és csak akkor, ha PS L TS .
Legyen ABCA egy hegyesszogli haromszog, ahol AB#AC. Legyen M a magassagpont és F a BC oldal felezGpontja.
Vegyiik fel az AB egyenesen D pontot és az AC egyenesen E pontot Ggy, hogy AD#AE és D, H, E pontok egy egyenesbe
essenek. Bizonyitsuk be, hogy MF mer6leges az ABCA és az ADEA koréiihato koreneinek altal alkotott kozos hirra.
Keressiik meg az 6sszes olyan f:N — N fliggvényt, hogy akarmilyen m,n € N -re

m-f(n)+n-f(m)=(m+n)-f(m2+n2).




66.

67.

68.

69.

Adott a sikon n > 2 darab vektor. Egy vektort akkor neveziink “hosszunak”, ha a hossza nem révidebb, mint a tobbi
vektor 0sszegének a hosszanal. Bizonyitsuk be, hogy ha az 6sszes vektor “hosszt”, akkor a vektorok 6sszege nullvektor.
Keressiik meg az dsszes olyan f : [0;00] - [O;oo] fiiggvényt, melyre igaz a kdvetkez6 egyenlet:

A+ 70 = 702 + v+ 37 (47)
ABC haromszdg AC oldalanak felezépontja legyen F. B-bdl hiizott merdleges talppontja 7. Legyen A és C merdleges
vetiilete 4ABCZ szogfelez6jén rendre P és Q. Bizonyitsuk be, hogy P, O, F és T egy koron helyezkednek el.
Bizonyitsuk be, hogy az
Xyt 4z =(x—yNy-z)z-x)
egyenletnek végtelen sok megoldasa van az egész szamok korében.

Kovacs Viola

70.

Bizonyitsuk be, hogy barmely 6t egymas utan kdvetkezd egész szam négyzetének dsszege oszthato 5-tel, de 25-tel nem
oszthato!

71. Bizonyitsuk be, hogy barmely hegyesszogii haromszognek van két olyan szoge, amelyek kiilsnbsége kisebb 30 -nal!

72. Az ABCD rombusz kozéppontjabol az 4B oldalra bocsatott merdleges talppontja 7, a D cstcsbol az ugyancsak AB oldalra
bocsatott merdleges talppontja U, a DU szakasz felezOpontja F. Bizonyitsuk be, hogy BF merdleges 7C-re!

73. Legyen folyan nemkontans valos egyiitthatos polinom, amellyel minden x, y valds szamra f (x) f (y) <f Z(HTJ})
teljesiil. Mutassuk meg, hogy f~nek pontosan egy valos gyoke van.

Tanarok

74. (54.) Mi a valdsziniisége, hogy a lottohtizas 5 szama kozt van legalabb két szomszédos szam?

75. (55.) Hatarozzuk meg azokat a pozitiv egész a, b szamokat, amelyekre (\/% - \/ﬁ X3\/; + \/Z ): 12

76. (56.) Négy valds szambol paronként kéttagh 6sszegeket képziink. A hat 6sszeg koziil négy racionalis, kettd irracionalis.
Bizonyitsuk be, hogy a négy szam &sszege racionalis!

77. (57.) Nevezziink harom, nem feltétleniil kiilonb6z6, 1-nél nagyobb egészt baratsagos szamharmasnak, ha barmely kettd
O6nmaganal kisebb pozitiv osztéinak az 0sszege a harmadik szdm. Hatarozzuk meg az 0sszes olyan baratsagos
szamharmast, amelyben a(z egyik) legnagyobb szdm paros.

78. (58.) Hatarozzuk meg a legnagyobb olyan k egészt, amely rendelkezik az alabbi tulajdonsaggal: Minden olyan esetben,
amikor az x, y egész szamokra x)+1 oszthatdk-val, akkor x+y is oszthat6 k-val.

79. (59.) Az r és s pozitiv egészekrdl tudjuk, hogy barmely k pozitiv egészre ks-nek legalabb annyi oszt6ja van, mint kr-nek.
Lassuk be, hogy r osztoja s-nek.

80. (60.) Balint 200 forintot fizet Annanak, ha a (90-b&l 5-6s) lotton a kihuizott szamok szorzatanak utolsé szamjegye 0 lesz
(tizes szamrendszerben), viszont Anna fizet Balintnak 300 forintot, ha nem ez a helyzet. Hosszabb tavon kinek elényds ez
a megallapodas?

81. (61.) Jeldlje p; az i-edik primszamot, és legyen Qy = p1p,...'pr. (Tehat pl. Q, =2-3-5-7 =210.) Igazoljuk, hogy az 1, 2,...
, Qi szamok kozott pontosan Q,/2 darab olyan van, amely a py,..., px koziil paratlan sokkal oszthato.

82. (62.) Mely n > 2007 egészek rendelkeznek az alabbi tulajdonsaggal: barmely harom kiilonb6z6, n-nél nem nagyobb és az
n-hez relativ prim pozitiv egész dsszege is relativ prim n-hez?

83. Az ABC haromszdg C csucsabol kiinduld egyenes az AB szakaszt D pontban metszi. Legyenek a CAD ¢s CDB
haromszogek beirt korei k; és ky. A két kor (AB-tdl kiillonb6z0)kiilso érintdje a CD szakaszt E pontban metszi.

a) Bizonyitand6, hogy a CE szakasz hossza fiiggetlen a D pont valasztasatol.
b) Szerkesztendd D, melyre k; és k, sugara egyenld.

84. Az O kp-1 koron ebben a sorrendben felvett A, B, C és D pontokra igaz, hogy AB iv + CD iv a kor keriiletének fele. Az
OA, OB, OC és OD Thalesz-kore messe a "kdvetkezot" a P, Q, R illetve S pontban! Bizonyitandd, hogy PQRS téglalap!

85. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges haromszog szogfelezéinek a reciprokanak az dsszege nagyobb az oldalai reciprokanak
az 0sszegénél! (Oldjuk meg inverzid segitségével is!)

86. Az ABC haromszog oldalfelezépontjai A, B; és C;. Bizonyitsuk, hogy

a) AC;B,, BA|C; és CB A, koriilirt kore atmegy 1 ponton!

b) az A;B;C, koriilirt kdre atmegy a fenti haromszogek kdzéppontjain.

c) Jeldlje az a.)-ban leirt haromszogek koriilirt kdrének kdzéppontjat K, K, és K.. Ekkor bizonyitando
4MK , +4MK , +4MK , =15MS

87. Adott ABC haromszog. Legyen P tetszéleges pont, A;=AP~BC, B;=BPNCA és C;=CPnAB. Bizonyitando, hogy
A4, + BB, +CC, =0 csakkor, ha P=S!

88. Az ABCD hurnégyszogben (AB<BC és AD<DC) az A-bdl a B belsé szogfelezdjére allitott merdleges messe BC-t P-ben,

a kortlirt kort Q-ban, hasonldan a D belsé szogfelezdjére allitott merdleges DC-t R-ben, a kort S-ben. Igazolando, hogy a
BS, a DQ ¢és a PR egyenesek egy pontban metszik egymast.



